Tema 5 — Limites y Continuidad — Matematicas CCSSII — 2° Bachillerato

x’ 40
3) lim (Mj - (EJ -0
x—>+o \ Sx —2 5

LS 4 5 4 _
4y lim X2 xTExxHd 1 -l
X—>—w 2x° +3x x>+ —2x> —3x -2
5) lim %: lim +‘3= fim —— 1
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Hallamos los limites laterales: lim ;z—oo; lim ;=+oo:> No existe limite
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7 lim XX gy XETD D Gt D 2
x—1 X< =2x+1 x—l (X—1)2 x—l x—1 (O)
Hallamos los limites laterales: Iim LT): —o0; Iim M = +0 = No existe limite
x> X — x>t X —
eX
8) lim ———=+00; porquelaexponencial es un infinito de orden superior a cualquier polinomio.

x—+® 4x° +2x

x—5 +00
9) lim (ﬂ} = (3) =0
X400 \4x+2 4

3

3 — —
10) lim XX gy DX X
Xxo—0 x242 x>0 x2 42
2 2
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x>2\x2-4 x=2) x52 x% -4 x—2 x% -4 x>2 x2-4 (0)
. . —x%-2 . —x%-2 . i
Hallamos los limites laterales: Iim =+4o0; Iim ———=-0> No existe el limite
x->2 X =4 x-2t x° -4
2xX +00
12)  lim (5"‘3] :(i] .
X+ \ 3X+5 3
2 2
13) lim 22X L X
X—>+0 x2+2\/; X0 x2
2 — —
14) lim X< +x 6= im (x 2)(X+3)=lim x+3=§
x—2 XZ—X—Z x—2 (x=-2) (x+1) x-2 x+1 3
2 x+1 +oo
15) lim |1 =(1J -0
x40 | 3x2 42 3
2 —
16) lim | X X0 | jyy ZZD D X435
xo2 | x243x-10) x22 (x=2) (x+5) x>2 x+5 7
2 3 2 3 3 2 3 2
3 -1)-3 — — — _
17) lim XT3 | g, XCG-D-3XT 03X -3k -3k SX _=3__3
x40 | X+1 2 1] x>+ x2 _1 X—>+00 x2 —1 xore x% 11
3x+1 +00
18) lim (3X+2J =(§J ~0
x—+0 \ 5x+1 5
CONTINUIDAD

EJERCICIO 12 : Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
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3X2_2X si x<0
2 i 0< xd —2x? - 3x
a) f(x)= x2_x-1 st 0=<x<lI b) f(x):—
. xz—x—ﬁ
1+Inx si x>1
x?r-1
si x<-1
3 3X si x<0
c) f(x)= X1 g —1<x<1 d) f(x)= —x*+x+1 si 0<x<1
X+2 si x>1
1 .
— si x>1
X
32 2x8 eX sii x<0
e) f(x)=i f) f(x)= 3x2+1 si 0<x<1
x? +3x-10 4 si x>1
3 2 5 3 —-2x-3 i x<-—1
a) f(x)=2 _Xz_ X h) f(x)={ x>-2 si -1<x<2
x" -1 3x+1 si x>2
Solucioén:

a)
-Sixz0y x#1 = f(x) es contirJua, pues esta formada por funciones continuas.
lim fG)= lim Bx2-2% =1

x—0" B g

x—0

-En x=0: lim f(x)= lim Qz—x—l)ﬂ f(x) es continua
x—0"

x—0" en x =0
£(0)=-1
.
lim f()= lim &2-x-1=-1
x—1" x—1" ’
-En x=1:{ lim f(x)= lim (+Inx)=1 = Hay una discontinuidad de salto finito en x = 1.
x—1" x—1"

f(1)=1

b) £x)= x3;2x2 —3x _x (x-3) (x+1)
xZ—x—6 (x=3) (x+2)
- Dominio = R-{2, 3} = f(x) es continuaen R-{2, 3}.
-En x=2: lim f(x)=—w; lim f(x)=-o0 = Hay una discontinuidad infinita en x = 2.
—>-2"

X—>=2" X
-En x=3:lim f(x)= lim bt 12, Hay una discontinuidad evitable en x = 3.
x—3 x—>3 Xx+2 5

c)
-Si x#-1y x#1 = f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas en los intervalos en
los que estan definidas.

2
lim f(x)z lim -1 :l
x—>—1" x—>—1" 3 3
“En x=-1: lim f (X)= i exz_l -1 Hay una dllscontmuldad
x——1* x—>—17 desalto finito en x = —1.
f-1)=1
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lim f(x)= lim Xl

x—1" x—1" f( ) )
X ) €s continua
-En x=1: lim f(x)— lim lz1
x—1"* x—l1" X en x=1.

£)=1
d)
-Dominio=R=Si x#0 y x# 1= f(x) es continua, pues esta formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim 3% =1
x—0" x—0"

-En x=0: lim f(x)= lim (x2+x+l):l f(x) es continuaen x =0
x—0" x—0"

£(0)=1

lim f(x)= lim ‘—x +x+1—1
-En x= 1.X—)1 x—1"

Hay una discontinuidad inevitablede salto finitoen x =1
lim f(x)= lim (x + 2)= 3
x—1" x—1"

e)

- Dominio:x2 +3x-10=0 — x=

= Dominio = R - {-5, 2}

—3+4/9440 34449 347 L [x=2
2 2 2
-f(x) escontinuaen R—-{-5, 2}
-Enx=-5: lim f(x)= lim Bx+4)(x=2) _ , 3x+4 11
x>5 (x+5)(x-2) x5 x+5 (O)

Hallamos los limites laterales: lim f(x)=+00; lim f(x)=-
X—>—5" x—-5"
Discontinuidad infinita en x = —5. Hay una asintota vertical.

-Enx=2: lim f(x)= lim 3x+4 =2:> Discontinuidad evitable en x = 2.
X—2 x—>2 X+5 7

f)

- Dominio = R

-Si x20y x#1 = f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim ¢*=1

x—0" x—0"

-En x=0: lim f(x)— hm éx +1):1 f(x) es continuaen x =0
x—0"

£(0)=1

lim £(x)= lim Bx2 +1)=4

x—=>1

-En x=1:1im f(x)=lim 4=4 f(x) es continuaen x =1
x—1" x—1"

f)=4

- Por tanto, f(x) es continua en R.

9)
- Dominio = R—-{-1, 1}= f(x) es continuaen R-{-1, 1}
3 2
CEnx= A qim XT3 D =3 b D(x=3) 0
x——1 x2—1 x—=-1 xX+D(x-1) x—>-1 x—1 -2

Discontinuidad evitable en x = —1
-Enx=1: I/'m f(x)=lim (x+D)(x=3) _+4
x—1 X—1 (O)

lim f(x)=+w0; lim f(x)=—o = Discontinuidad infinita en x = 1. Hay una asintota vertical.
x—1 x—1"

. Hallamoslos limites|aterales.
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h)
- Dominio = R
-Si x#1y x#2 = f(x) escontinua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.
lim f(x)= hm (-2x-3)=-

_)

x—>—1"

-En x=-1: hm fx)= hm Q —2): 1 f(x) es continuaen x =—1
-1

f(—1)= -

lim f(x)= lmg “2 -2 _2 f(x) noes continuaen x =2, pues

-En x=2: Xx—2"
' x—2"

X—>

= No existe /im f(x)

EJERCICIO 13 : Calcula el valor de a para que las siguientes funciones sean continuas:

a) f(x) { —x2+a si x<-1 b) f(x):{—x2+ax—l si x<1

x +ax+1 si x>-1 3x—a si x>1
3x—-a si x<2 ax“ +3x-1 si x<1
c) f(x)={ 2 ) d) f(x)= { :
2x“ +ax si x=>2 3a+2 si x>1
ox-2 oo
—2x+a si x<1 2 +a si x<1 _
e) f(x)= : f) f(x)= g) flx)=1 X2
4x +ax+6 si x>1 —3a+5 si x>1
k si x>2

Solucion:

a)
-Six#-1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.

lim f(x)= lim @x*-x>+a)=a-3

X—>-1" x—>-1"

-En x=-1:{ lim f(x)= //m 6( +ax+1):2 a

x—>—1"

fC1)=2-a

- Paraque f(x) seacontinuaen x=-1 hadetenerse que:a-3=2-a —» 2a=5 — a =%

b)
-Si x#1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.

lim £(x)= fim x*+ax-1)=a-2
-En x=1: ¢/im f(x)=xll;r:7+ Bx-a)=3-a
f1)=3-a
- Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadetenerse que: a-2=3-a —» 2a=5 - a=g

c)
-Si x#2 = Lafuncion es continua, pues esta formada por funciones continuas.
lim f(x)— hm (Bx-a)=6-a

x—2"

-En x=2: lim f(x)= lim €x2+ax):8+2a
x—2" x—2"

f(2)=8+2a
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- Para que f(x) seacontinuaen x=2, hadeser: 6-a=8+2a —» -2=3a — a=?

d)

-Si x=1 = Lafuncién es continua, pues esta formada por funciones continuas.
lim f(x)=lim (@x® +3x 1) =a+2
x—>1 x—>1"

-En x=1:lim f(x)= lim @a+2*)=3a+2
x—>1" x—1"

fd)=a+2
-Paraque f(x) seacontinuaen x=1, hadeser.a+2=3a+2 = -2a=0 = a=0

e)

-Si x#1 = Lafuncion es continua, pues esta formada por funciones continuas.
lim £G)= lim bx?-2x+a =2a—2
x—1" x—1" g

-En x=1: lim f(x)= lim €x2+ax+6):a+10
x—1" x—1"

f(l)za—Z

- Paraque f(x) seacontinuaen x=1, hadeser:2a—2=a+10 = a=12
f)
-Si x#1 = lafuncién es continua, pues esta formada por funciones continuas.

lim f(x)= lim e +a): 2+a
x—>1 x->1"

-En x=1:lim f(x)= lim(? -3a+5)-6-3a
xo>1" x—>1"

fd)=2+a
- Paraque f(x) seacontinuaen x=1, hadeser:2+a=6-3a = 4a=4 = a=1

9)
-Si x#2 = lafuncién es continua, pues esta formada por funciones continuas.
2
lim fG)= lim X2 g SZDOED ey =3
x—2" x—2" x-2 x—2" x=2 x—2"
-Enx=2=  lim f(x)= lim k=k

x—2" x—2"
f)=k

Por tanto, ha de ser k= 3.

EJERCICIO 14 : Calcula los valores de a y b para que la siguiente funcion sea continua:
2x®*-x*+a si x<-1
f(x)=4x*+bx+1 si -1<x<1

ax si x>1

Solucién:
-Si x#1y x#1 = f(x) escontinua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.
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N
lim f(x): lim (Zx3 —x? +a,=a-3

x—-1 x—-1
CEn x=-14 I _ K 2 _
nx=-1:q lim f(x) xl_l)r?ré( +bx+1}2 b =
f(1)=2-b

Para que sea continuaen x=-1, hadeser a-3=2-5b.
N

lim f(x)=lim (> +bx+1=b+2

x—1" x—1"

-En x=1:9 lim f(x): lim (ax):a
x—1" x—1"

f()=a

Para que sea continuaen x=1, hadeser a=h+ 2.

a-3=2-b

Uniendo las dos condiciones anteriores, f(x) sera continua si:{ b2
a=b+

EJERCICIO 15 : Halla el valor de k para que la siguiente funcion sea continua en x=2:
3x*-11x2+8x+4
f(x)= 4x*-14x*+8x+8
k si x=2

si x=#2

Solucioén:
Para que f(x) sea continuaen x =2, ha de tenerse que: Iim f(x)=f(2)
x—2

3 2
Il,mf(x)=”m3x3—11x2+8x+4 _im & =2F @x+1) o 3x+1 7
X2 24x° —14x2 +8x+8 2(x-2f (4x+2) *24x+2 10
f(2)=k

e Por tanto,hade ser: k = lO

ASINTOTAS

EJERCICIO 16 : Calcula el limite de la siguiente funcion en el punto x= 3 y estudia su
1

comportamiento por la izquierda y por la derecha: f(x)= <_3
x a—

Solucion: x-3=0 = x=3
Calculamos los limites laterales: ‘

\

3

. 1 , 1
lim = - lim = 400
x—3" Xx—3 x—3" X—3 ‘

\

EJERCICIO 17 : Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién a la izquierda y

aladerechade x=3: Iim 21
x—>3x _9




